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Exercice 1 : logique propositionnelle et résolution (4 points)

Pierre, Antoine et Thomas sont trois étudiants qui passent un examen. Aprés 'examen, Pierre
) )
dit : “Si au moins 'un de nous trois a triché, alors nous avons triché tous les trois.”. Puis Antoine
ajoute “Si Pierre a triché, alors Thomas a triché.”

Question 1 : Exprimer par une formule de la logique des propositions les déclarations de Pierre
et Antoine, en utilisant les propositions suivantes : p : “Pierre a triché.”, ¢ : “Thomas a triché.”, a :
“Antoine a triché.”.

(2 points : 1 point par formule)
Pierre: (p VitV a)=(pAtAa)
Antoine : p =t

Question 2 : En supposant que Pierre et Antoine mentent toujours, que peut-on en déduire sur
ceux qui ont triché et ceux qui n’ont pas triché, en n’utilisant que la méthode de résolution?
(l'usage de toute autre méthode que la méthode de résolution est hors sujet, donc ne rapporte aucun
point)

(0,5 points) La négation de I'affirmation de Pierre est =((p V t V a) = (p A t A a)), qui est équivalente
a(pVivVa)A=(pAtAa)et

(pVitVa)A(-pV -tV -a).

(0,5 points) La négation de I'affirmation d'Antoine est p A —t.

(0,5 points) Ceci donne les clauses C1 =p V tV a, Co =-pV =tV —a, C3 =p et Cy = —t.
(0,5 points) C5 = res(Ca, C5) = =t V —a, Cg = res(Ch, Cy) = p V a, C; = res(Cs, Cg) = —t V p. Ces
trois nouvelles clauses sont subsumées par p ou par —t.
(0,5 points) Aucune autre résolution n'est possible, donc, par résolution, on apprend que Pierre a triché
et que Thomas n'a pas triché. On n’apprend rien sur Antoine.

Exercice 2 : preuve formelle en déduction naturelle (3 points)

On considére le systéme formel sans axiomes composé des 5 régles de déduction suivantes :

'PP—Q _P,P:>Q 'P/\Q .P/\Q .P,Q
=7 P=Q =5 0 NEG: D AED: 0 V& PAQ

On admet que ce fragment du systéme de la déduction naturelle est correct et complet pour les
formules propositionnelles construites uniquement a partir des connecteurs logiques = et A.

En n’utilisant que les régles de ce systéme, présenter sous forme d’arbres une démonstration
formelle compléte de la tautologie

((z A y) = 2) = (= (y = 2)). (1)

On exige une présentation claire de cette démonstration, ou chaque étape est dé-
taillée. Chaque régle appliquée doit étre citée et les fins de démonstration (feuilles des
arbres) doivent indiquer correctement les hypothéses qu’elles utilisent. Chaque sous-
preuve doit clairement indiquer ses hypothéses.
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(3 points)
2], [y]
z A Moz ANy) = 2]
y - z =E
z b Y=z =1
(xANy)=zF = (y = 2) =1
=1

(zAy)=2) = (z=(y = 2))

Exercice 3 : vérification de type (2 points)

On considére la restriction suivante du systéme des régles de vérification et d’inférence des types

polymorphes du cours :

fra1Xas— B, e : a1, e : as (app) ot z:alk e:f
fler,e2) + B bp Az.e: (a—f

Utiliser ces régles pour démontrer formellement le théoréme

] (abs).

f o1 X g — Q3 F ()\1’1 . ()\1’2 . f(xl,l’g))) : (a1 — (ag — 043)).

(2 points) Démonstration de

frapxas s astE Az . Az . f(21,22))) @ (a1 — (a2 — a3)) :

[f Lo X g — 053}, [xl : 041], [xg : 042]
79 1 g b f(z,22) @ as (app)
T a1 b a2 . f(21,m2)) @ (0 — a3) (abs)
f Lo X g — (g F /\xl . (/\ X . f(xl, xg)) : (Ozl — (042 — 043)) (abs)

Exercice 4 : Calculs et preuves sur les listes (11 points)

On rappelle que le type inductif Liste(c) des listes dont tous les éléments sont de type « est

défini par les régles

a:a,l: Liste(a)
Nil : Liste(a) et Cons(a,l) : Liste(a)
Le constructeur Nil représente la liste vide. Le constructeur Cons représente ’ajout d’un élément
en téte de liste.
On veut définir les fonctions suivantes :
— first: Liste(a) — { Nil} — «, qui extrait I’élément en téte de toute liste non vide,
— last, qui extrait le dernier élément d’une liste non vide,
— changeFirst : o x Liste(a) — Liste(a), telle que changeFirst(x, ) place I'élément z & la place
du premier élément de la liste [, et
— changeLast, telle que changeLast(z,l) place 'élément z & la place du dernier élément de la
liste .
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Les fonctions changeFirst et changeLast doivent aussi étre définies pour la liste vide. Dans ce cas,

elles retournent la liste vide.
Par exemple,
first(Cons(1, Cons(2, Cons(3, Nil)))) vaut 1,
last( Cons(1, Cons(2, Cons(3, Nil)))) vaut 3,
changeFirst(6, Nil) vaut Nil,

changeFirst(6, Cons(1, Cons(2, Cons(3, Nil)))) vaut Cons(6, Cons(2, Cons(3, Nil))),

changeLast(6, Nil) vaut Nil et

changeLast(6, Cons(1, Cons(2, Cons(3, Nil)))) vaut Cons(1, Cons(2, Cons(6, Nil))).

Question 1 : Donner le type des fonctions last et changeLast.

(1 point) last: Liste(a) — {Nil} — «

(1 point) changelast: « x Liste(ar) — Liste(a)

Question 2 : Définir inductivement les fonctions first, last, changeFirst et changeLast par des

égalités.

first(Cons(x, 1))

last(Cons(z, Nil)) = =

changeFirst(z, Nil)
changeFirst(z, Cons(y, 1))

changelast(z, Nil) = Nil

(4 points : 0,5 points par égalité. Pour last(Cons(z, (1)), la condition [ # Nil est exigée)

X

last(Cons(z,1)) = last(l) pour | # Nil

Nil
Cons(z, 1)

changelast(z, Cons(y, Nil))
changelast(z, Cons(y, 1))

Cons(z, Nil)
Cons(y, changelLast(x, 1)) pour | # Nil

Question 3 : Démontrer inductivement que, pour toute liste non vide, on a

changeFirst(last(l), changeLast(first(l), 1)) = changeLast(first(l), changeFirst(last(l),1)).

Détailler les étapes de cette démonstration formelle.
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Démonstration inductive que, pour toute liste I non vide, on a
changeFirst(last(l), changeLast(first(l), 1)) = changelast(first(l), changeFirst(last(l),1))
(2 points) Cas de base : [ = Cons(z, Nil).

changeFirst(last( Cons(z, Nil)), changeLast(first(Cons(x, Nil)), Cons(z, Nil)))
= par (3)
changeFirst(z, changeLast(first(Cons(x, Nil)), Cons(xz, Nil)))
= par (2)
changeFirst(z, changelLast(z, Cons(z, Nil)))
= par (8)
changeFirst(z, Cons(x, Nil))
= par (6)
Cons(z, Nil)
et
changel ast(first( Cons(x, Nil)), changeFirst(last(Cons(z, Nil)), Cons(xz, Nil)))
= par (2)
changelast(x, changeFirst(last(Cons(z, Nil)), Cons(z, Nil)))
= par (3)
changelast(z, changeFirst(x, Cons(x, Nil)))
= par (6)
changelast(z, Cons(x, Nil))
= par (8)
Cons(z, Nil)

On constate |'égalité syntaxique des termes réduits et on en déduit I'égalité des termes initiaux.
(3 points) Induction : I = Cons(z, m) avec m # Nil. On suppose la propriété vraie pour m.

changeFirst(last( Cons(z, m)), changeLast(first( Cons(z, m)), Cons(z, m)))

= par (4)
changeFirst(last(m), changeLast(first( Cons(z, m)), Cons(z, m)))
= par(2)
changeFirst(last(m), changelLast(x, Cons(z, m)))
= par (9)
changeFirst(last(m), Cons(z, changelLast(z, m)))
= par (6)
Cons(last(m), changelast(x, m))
et
changel ast(first( Cons(x, m)), changeFirst(last( Cons(z, m)), Cons(z, m)))
= par(2)
changelast(x, changeFirst(last(Cons(xz, m)), Cons(z, m)))
= par(4)
changelast(x, changeFirst(last(m), Cons(z, m)))
= par (6)
changel ast(x, Cons(last(m), m))
= par (9)

Cons(last(m), changelast(xz, m))

On constate I'égalité syntaxique des termes réduits et on en déduit I'égalité des termes initiaux. On peut
remarquer qu'on n'a pas utilisé I'hypothése d'induction.
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